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摘　 要：地下采矿工程中的巷道、开切眼、各种开采硐室空间、人工钻孔及天然洞穴等，在地下无限大

的空间范围内，其围岩破坏及稳定性问题均可统一到孔洞周围岩体力学的研究中。 结合煤矿井下的

工程条件，采用理论计算与数值模拟对比分析的方法，研究了静水压力下的理论公式与非均匀应力场

中的塑性区边界方程，详细分析了理论计算的力学模型、推导原理、推导过程、计算精度，进而对其适

用性进行评价分析。 研究结果表明：静水压力下的理论公式推导过程严密，精度较高，适用于静水压

力及偏应力不高条件下围岩塑性区范围的计算，偏应力较高环境下不再适用；非均匀应力场中圆孔围

岩塑性区边界方程推导过程做了简化，其结果为近似解，与数值模拟计算结果相比在精度上有一定误

差，但是可以很好地反映非均匀应力场中孔洞围岩塑性区形态演化规律，对于研究地下高偏应力场中

巷道围岩的破坏规律及致灾机理有重要的指导意义。 通过对已有孔洞围岩塑性区边界计算理论的分

析评价，明确了不同理论方法的优劣势以及适用条件，对于合理应用理论指导工程实践有重要的实用

意义。
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中图分类号：ＴＤ３２２　 　 　 文献标志码：Ａ　 　 　 文章编号：０２５３－２３３６（２０２１）０５－０１４１－１０

Ｒｅｓｅａｒｃｈ ｓｔａｔｕｓ ａｎｄ ｅｖａｌｕａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ｐｌａｓｔｉｃ
ｚｏｎｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｆｏｒ ｈｏｌｅ ｓｕｒｒｏｕｎｄｉｎｇ ｒｏｃｋ

ＬＩ Ｙｏｎｇｅｎ１，２， ＧＵＯ Ｘｉａｏｆｅｉ２，３， ＭＡ Ｎｉａｎｊｉｅ２，３， ＬＩ Ｃｈｅｎ２，３， ＨＵＯ Ｔｉａｎｈｏｎｇ２，３

（１．Ｃｈｉｎａ Ｅｎｅｒｇｙ Ｇｕｏｙｕａｎ Ｅｌｅｃｔｒｉｃ Ｐｏｗｅｒ Ｇｒｏｕｐ， Ｂｅｉｊｉｎｇ　 １０００３３，Ｃｈｉｎａ；２．Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｅｎｅｒｇｙ ａｎｄ Ｍｉｎｉｎｇ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， Ｃｈｉｎａ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｍｉｎｉｎｇ ａｎｄ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ－

Ｂｅｉｊｉｎｇ， Ｂｅｉｊｉｎｇ　 １０００８３，Ｃｈｉｎａ；３．Ｒｅｓｅａｒｃｈ Ｃｅｎｔｅｒ ｏｆ Ｒｏａｄｗａｙ Ｓｕｐｐｏｒｔ ａｎｄ Ｄｉｓａｓｔｅｒ Ｐｒｅｖｅｎｔｉｏｎ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ ｉｎ Ｃｏａｌ Ｉｎｄｕｓｔｒｙ， Ｂｅｉｊｉｎｇ　 １０００８３，Ｃｈｉｎａ）

收稿日期：２０２０－１１－１７；责任编辑：朱恩光

基金项目：国家自然科学基金资助项目（５２００４２８９）
作者简介：李永恩（１９８７—），男，河南焦作人，工程师，博士。 Ｅ－ｍａｉｌ：ｌｅｅｙｎａｉ＠ １２６．ｃｏｍ

Ａｂｓｔｒａｃｔ：Ｉｎ ｕｎｄｅｒｇｒｏｕｎｄ ｍｉｎｉｎｇ ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ｔｈｅｒｅ ａｒｅ ｒｏａｄｗａｙｓ， ｏｐｅｎｉｎｇｓ， ｖａｒｉｏｕｓ ｍｉｎｉｎｇ ｃｈａｍｂｅｒ ｓｐａｃｅｓ， ａｒｔｉｆｉｃｉａｌ ｂｏｒｅｈｏｌｅｓ ａｎｄ ｎａｔ⁃
ｕｒａｌ ｃａｖｅｓ， ｅｔｃ．Ｔｈｅ ｆａｉｌｕｒｅ ａｎｄ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅｉｒ ｓｕｒｒｏｕｎｄｉｎｇ ｒｏｃｋ ｃａｎ ｂｅ ｕｎｉｆｉｅｄ ｉｎｔｏ ｔｈｅ ｓｔｕｄｙ ｏｆ ｒｏｃｋ ｍａｓｓ ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ａｒｏｕｎｄ ｔｈｅ ｈｏｌｅ ｉｎ
ｔｈｅ ｉｎｆｉｎｉｔｅ ｕｎｄｅｒｇｒｏｕｎｄ ｓｐａｃｅ． Ｃｏｍｂｉｎｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｏｆ ｕｎｄｅｒｇｒｏｕｎｄ ｃｏａｌ ｍｉｎｅｓ， ｔｈｅ ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ｆｏｒｍｕｌａ ｕｎｄｅｒ ｈｙｄｒｏ⁃
ｓｔａｔｉｃ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｏｆ ｐｌａｓｔｉｃ ｚｏｎｅ ｕｎｄｅｒ ｎｏｎ－ｕｎｉｆｏｒｍ ｓｔｒｅｓｓ ｆｉｅｌｄ ｗｅｒｅ ｓｔｕｄｉｅｄ ｂｙ ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ ｍｅｔｈｏｄ ｏｆ
ｃｏｍｐａｒａｔｉｖｅ ａｎａｌｙｓｉｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ａｎｄ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ． Ｔｈｅ ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｍｏｄｅｌ， ｔｈｅ ｄｅｒｉｖａｔｉｏｎ ｐｒｉｎｃｉｐｌｅ， ｔｈｅ ｄｅｒｉｖａ⁃
ｔｉｏｎ ｐｒｏｃｅｓｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ａｃｃｕｒａｃｙ ｏｆ ｔｈｅ ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｗｅｒｅ ａｎａｌｙｚｅｄ ｉｎ ｄｅｔａｉｌ， ａｎｄ ｉｔｓ ａｐｐｌｉｃａｂｉｌｉｔｙ ｗａｓ ｅｖａｌｕａｔｅｄ ａｎｄ ａｎａ⁃
ｌｙｚｅｄ． Ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｓｈｏｗ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｄｅｒｉｖａｔｉｏｎ ｐｒｏｃｅｓｓ ｏｆ ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ｆｏｒｍｕｌａ ｕｎｄｅｒ ｈｙｄｒｏｓｔａｔｉｃ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｉｓ ｒｉｇｏｒｏｕｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ａｃｃｕｒａｃｙ
ｉｓ ｈｉｇｈ． Ｉｔ ｉｓ ｓｕｉｔａｂｌｅ ｆｏｒ ｔｈｅ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ｐｌａｓｔｉｃ ｚｏｎｅ ｒａｎｇｅ ｏｆ ｓｕｒｒｏｕｎｄｉｎｇ ｒｏｃｋ ｕｎｄｅｒ ｈｙｄｒｏｓｔａｔｉｃ ｐｒｅｓｓｕｒｅ， ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ｈｙｄｒｏｓｔａｔｉｃ ｐｒｅｓ⁃
ｓｕｒｅ ａｎｄ ｌｏｗ ｄｅｖｉａｔｏｒ ｓｔｒｅｓｓ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ， ｂｕｔ ｎｏｔ ｕｎｄｅｒ ｈｉｇｈ ｄｅｖｉａｔｏｒ ｓｔｒｅｓｓ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ． Ｔｈｅ ｄｅｒｉｖａｔｉｏｎ ｐｒｏｃｅｓｓ ｏｆ ｔｈｅ ｐｌａｓｔｉｃ ｚｏｎｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ
ｅｑｕａｔｉｏｎ ｉｎ ｎｏｎ－ｕｎｉｆｏｒｍ ｓｔｒｅｓｓ ｆｉｅｌｄ ｗａｓ ｓｉｍｐｌｉｆｉｅｄ， ａｎｄ ｉｔ ｗａｓ ａｎ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ． Ｔｈｅ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｈａｓ ｓｏｍｅ ｅｒｒｏｒｓ ｉｎ ａｃｃｕ⁃
ｒａｃｙ ｃｏｍｐａｒｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ， ｂｕｔ ｉｔ ｃａｎ ｗｅｌｌ ｒｅｆｌｅｃｔ ｔｈｅ ｐｌａｓｔｉｃ ｚｏｎｅ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｌａｗ ｏｆ ｔｈｅ ｓｕｒｒｏｕｎｄｉｎｇ ｒｏｃｋ ｉｎ ｔｈｅ
ｎｏｎ－ｕｎｉｆｏｒｍ ｓｔｒｅｓｓ ｆｉｅｌｄ． Ｉｔ ｈａｓ ｉｍｐｏｒｔａｎｔ ｇｕｉｄｉｎｇ ｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｃｅ ｆｏｒ ｓｔｕｄｙｉｎｇ ｔｈｅ ｆａｉｌｕｒｅ ｌａｗ ａｎｄ ｄｉｓａｓｔｅｒ－ｃａｕｓｉｎｇ ｍｅｃｈａｎｉｓｍ ｏｆ ｔｈｅ ｓｕｒｒｏｕｎｄ⁃

１４１



２０２１年第 ５期 煤 炭 科 学 技 术 第 ４９卷

ｉｎｇ ｒｏｃｋ ｉｎ ｔｈｅ ｕｎｄｅｒｇｒｏｕｎｄ ｈｉｇｈ ｄｅｖｉａｔｉｎｇ ｓｔｒｅｓｓ ｆｉｅｌｄ． Ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ａｎａｌｙｓｉｓ ａｎｄ ｅｖａｌｕａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｅｘｉｓｔｉｎｇ ｔｈｅｏｒｙ ｆｏｒ ｃａｌｃｕｌａｔｉｎｇ ｔｈｅ ｐｌａｓｔｉｃ
ｚｏｎｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｏｆ ｓｕｒｒｏｕｎｄｉｎｇ ｒｏｃｋ， ｔｈｅ ａｄｖａｎｔａｇｅｓ ａｎｄ ｄｉｓａｄｖａｎｔａｇｅｓ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ｍｅｔｈｏｄｓ ａｎｄ ａｐｐｌｉｃａｂｌｅ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ａｒｅ ｃｌａｒｉ⁃
ｆｉｅｄ， ｗｈｉｃｈ ｉｓ ｏｆ ｇｒｅａｔ ｐｒａｃｔｉｃａｌ ｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｃｅ ｆｏｒ ｔｈｅ ｒａｔｉｏｎａｌ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅｏｒｙ ｔｏ ｇｕｉｄｅ ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ ｐｒａｃｔｉｃｅ．
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ：ｐｌａｓｔｉｃ ｚｏｎｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ； ｂｕｔｔｅｒｆｌｙ－ｓｈａｐｅｄ ｐｌａｓｔｉｃ ｚｏｎｅ； ｈｏｌｅ ｓｕｒｒｏｕｎｄｉｎｇ ｒｏｃｋ；ｒｏｃｋ ｍｅｃｈａｎｉｃｓ

０　 引　 　 言

地下采矿工程中的巷道、开切眼、各种开采硐室

空间及地下天然洞穴、人工钻孔等，在地下无限大的

空间范围内，其围岩破坏及稳定性问题均可统一到

孔洞周围岩体力学的研究中［１－２］。 孔洞围岩弹塑性

力学通过数学和力学的方法，建立起应力与围岩的

相互作用机制，使实际条件下复杂的无法解答的工

程问题得到科学的量化分析［３］。 地下工程压力理

论及围岩稳定性分析的发展已有上百年的历史，理
论研究主要经历了古典压力理论、散体理论、弹塑性

理论等 ３个发展阶段［４］。 ２０ 世纪 ２０ 年代以前主要

是古典压力理论阶段，主要代表理论有海姆（Ｈｅｉｍ
Ａ．）、郎金（Ｒａｎｋｉｎｅ Ｗ． Ｊ．Ｍ．）和金尼克（Динник Ａ．
Ｈ．）理论。 从 ２０世纪 ５０年代后期开始，有学者引用

弹塑性理论来研究围岩稳定问题，将地下工程围岩

稳定分析带入科学理论及定量计算的时代。 在此期

间，相继出现了著名的芬纳（Ｆｅｎｎｅｒ Ｒ．）公式和卡斯

特奈（Ｋａｓｔｎｅｒ Ｈ．）公式，推导出了圆孔周围弹塑性应

力解及围岩塑性区半径的解析解，奠定了地下工程

弹塑性分析的理论基础［５］。
然而，孔洞围岩塑性区边界的理论计算继芬纳

公式、卡斯特奈公式之后就再难得到突破。 两个公

式很好解决了静水压力条件下孔洞围岩的塑性区边

界问题，对于非均匀应力场中孔洞围岩塑性区边界

的严格计算公式至今仍然没有实现。 国内外学者对

于非均匀应力场中孔洞周围的弹塑性解做了很多努

力，１９８３年于学馥等［６］著《地下工程围岩稳定分析》
中曾给出非轴对称应力条件下圆形隧道围岩塑性区

边界线的近似计算方法；２００７ 年陈立伟等［７］基于统

一强度理论推导出非均匀应力场中巷道围岩塑性区

边界线方程式；２０１４年赵志强［８］推导出非均匀应力

场中圆形巷道围岩塑性区边界八次方隐性方程，并
基于八次方隐性方程研究了保德矿非均匀大变形机

理，提出了蝶形塑性区的概念。 但是以上这些非均

匀应力场中孔洞围岩塑性区边界方程在公式推导过

程中均作了简化处理，得到的结果为近似解，并非严

格意义上的理论结果。
地下实际应力场并非静水压力，尤其煤矿井下

受到采动影响及地质构造影响后，围岩将处在非均

匀应力场中，处在其中的巷道、硐室通常会变形破坏

严重、维护困难，这类巷道、硐室围岩稳定性分析与

控制一直都是研究的难点［９－１０］。 目前关于非均匀应

力场中孔洞围岩塑性区边界问题的求解和研究仍然

没有更好的办法，一是借鉴芬纳公式作为近似解来

分析认识，二是采用边界方程的近似解来解答。 芬

纳公式推导过程严密但是力学模型为静水压力条

件；塑性区边界方程建立了非均匀应力场中应力与

围岩的相互作用机制，但是公式推导过程做了简化

处理，得到的结果为近似解；２ 个理论计算公式在解

决非均匀应力场中孔洞围岩塑性区边界问题均存在

不完美之处。
为了解决非均匀应场中孔洞围岩塑性区边界的

问题，必须厘清以下 ４个问题：２ 种近似算法可靠性

如何，计算的塑性区边界误差如何，能否满足现场工

程的精度要求，理论公式在什么条件下能够适用。
从理论公式的力学模型入手，具体分析了公式的推

导原理、推导过程、计算精度，并结合 ＦＬＡＣ３Ｄ数值模

拟对比研究，分析评价理论公式的适用条件。 研究

结果对孔洞围岩塑性区边界计算理论的发展及合理

利用理论指导现场工程实践有重要意义。

１　 静水压力条件下的芬纳公式及卡斯特奈
公式

１．１　 推导原理和过程

芬纳（Ｆｅｎｎｅｒ Ｒ．）公式假设围岩为均质、各项同

性材料，在孔洞长度方向围岩性质一致；将地下应力

场简化为轴对称分布的静水压力条件；采用研究平

面应变问题的方法，取无限长圆孔的任一截面作为

代表进行分析，理论模型如图 １ 所示。 静水压力条

件下的受力模型由于其对称性，得到的塑性区为均

匀分布在圆孔周围的圆环，基于理论模型经过受力

分析、公式推导，后又经过修正，最终得到了塑性区

边界半径的解析式，即芬纳公式。 卡斯特奈公式在

芬纳公式的基础上将塑性区边界半径表示为关于岩

石抗压强度的表达式，为公式应用带来方便。 为了

充分认识芬纳公式与卡斯特奈公式，下面详细阐述

了 ２个公式的推导原理和推导过程，为客观分析评

价 ２个公式的理论价值及适用条件奠定基础。
假设孔洞半径为 ａ，公式在推导中假设塑性区
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图 １　 静水压力下孔洞围岩力学模型

Ｆｉｇ．１　 Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｈｏｌｅ ｓｕｒｒｏｕｎｄｉｎｇ ｒｏｃｋ
ｕｎｄｅｒ ｈｙｄｒｏｓｔａｔｉｃ ｐｒｅｓｓｕｒｅ

内岩石黏聚力 Ｃ 和内摩擦角 φ 是常数，相比地应力

的量级，模型范围内的岩体重力可以忽略，根据单元

体受力分析得平衡微分方程为

（σｒ ＋ ｄσｒ）（ ｒ ＋ ｄｒ）ｄθ － σｒｒｄθ － ２σθｄｒｓｉｎ
θ
２

＝ ０

（１）
其中：ｒ、θ 为微单元的极坐标，ｍ、ｒａｄ；σｒ、σθ为

分别径向应力与切向应力，ＭＰａ。 忽略公式（１）中的

高次微分项，平衡方程变形为

∂σｒ

∂ｒ
＋
σｒ － σθ

ｒ
＝ ０ （２）

塑性区内岩体处于极限平衡状态，基于摩尔－
库伦强度准则，得极限平衡方程为

（σｒ＋Ｃｃｏｔ φ）（１＋ｓｉｎ φ）－（σθ＋Ｃｃｏｔ φ）（１－ｓｉｎ φ）＝ ０
（３）

令塑性区半径为 Ｒ０，在巷道周围弹性区与塑性

区交界处满足应力协调关系：
σｒ ＋ σθ ＝ σｅｒ ＋ σｅθ ＝ ２Ｐ （４）

式中：σｅｒ 、σｅθ 分别为弹性条件下的径向应力与切向

应力，ＭＰａ；Ｐ 为围压，ＭＰａ。
由平衡微分方程式（２）、极限平衡方程式（３）、

变形协调关系式（４）求解微分方程，得到圆孔周围

塑性区半径 Ｒ０解析解为

Ｒ０ ＝ ａ （Ｐ ＋ Ｃｃｏｔ φ）（１ － ｓｉｎ φ）
Ｃｃｏｔ φ

é

ë
êê

ù

û
úú

１－ｓｉｎ φ
２ｓｉｎ φ

（５）

式（５）就是修正的芬纳公式求得的圆孔围岩塑

性区半径解析式。 芬纳在推演过程中曾一度假设

Ｃ＝ ０，因此所得结果与修正公式稍有差异，其式为

Ｒ０ ＝ ａ Ｃｃｏｔ φ ＋ Ｐ（１ － ｓｉｎ φ）
Ｃｃｏｔ φ

é

ë
êê

ù

û
úú

１－ｓｉｎ φ
２ｓｉｎ φ

（６）

鉴于整个推导的学术思想为芬纳所提，故修正

的芬纳公式及芬纳公式统称芬纳公式。

若令

ＲＣ ＝
２Ｃ

ｔａｎ ４５ － φ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

ξ ＝ １ ＋ ｓｉｎ φ
１ － ｓｉｎ φ

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（７）

式中：ＲＣ为围岩的单轴抗压强度，ＭＰａ。 芬纳公式即

Ｒ０ ＝ ａ ２
ξ ＋ １

ＲＣ ＋ Ｐ（ξ － １）
ＲＣ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

１
ξ－１

（８）

公式（８）即静水压力条件下卡斯特奈（Ｋａｓｔｎｅｒ
Ｈ．）公式计算的圆形巷道围岩塑性区边界半径解

析式。
１．２　 评价认识

通过对 ２个公式的力学模型、推导原理、推导过

程的分析可知，力学模型将地下空间围岩结构简化

为圆形孔洞的平面应变受力模型，将地下围岩所处

应力场设为静水压力，理论公式的推导原理及推导

过程完全符合力学原理，２ 个公式均经过严格的弹

塑性理论推导所得，理论公式具有较高的可靠性。
理论公式自建立经过了长期实践的检验，在地下工

程实践中发挥了重要作用，也是目前应用比较广泛

的理论公式。 芬纳公式与卡斯特奈公式的力学模型

为静水压力条件，对于受采动影响及地质构造影响

的非均匀应力场环境是否仍然适用，将在下文适用

性分析小节中详细阐述。

２　 非均匀应力场中圆孔周围弹性应力解

２．１　 推导原理和过程

非均匀应力场中圆孔围岩的弹塑性解较均匀应

力场条件下求解难度加大，却是实际工程的切实需

要。 非均匀应力场中圆孔周围弹性应力解析解对于

认识巷道周围应力场分布规律及分析巷道围岩破坏

机理有重要作用，目前已有的非均匀应力场中圆孔

围岩塑性区边界方程的求解也完全依靠弹性应力

解。 非均匀应力场中圆孔周围弹性应理解的求解同

样假设围岩为均质、各项同性材料，在巷道长度方向

围岩性质一致，只是将轴对称静水压力加载条件设

置为双向非等压应力加载条件，力学模型如图 ２ 所

示，其中，λ 为侧压系数，当 λ ＝ １ 时为静水压力条

件，双向非等压加载条件具有更广泛的适用意义。
由图 ２单元体受力分析得平衡方程：

∂σｒ

∂ｒ
＋ １

ｒ
∂τｒθ

∂θ
＋
σｒ － σθ

ｒ
＝ ０

∂τｒθ

∂ｒ
＋ １

ｒ
∂σθ

∂θ
＋
２τｒθ

ｒ
＝ ０

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（９）

３４１



２０２１年第 ５期 煤 炭 科 学 技 术 第 ４９卷

τｒθ—剪应力，ＭＰａ

图 ２　 非均匀应力场中孔洞围岩受力模型

Ｆｉｇ．２　 Ｓｔｒｅｓｓ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｈｏｌｅ ｓｕｒｒｏｕｎｄｉｎｇ ｒｏｃｋ ｉｎ
ｎｏｎ－ｕｎｉｆｏｒｍ ｓｔｒｅｓｓ ｆｉｅｌｄ

满足几何方程：

εｒ ＝
∂ｕ
∂ｒ

εθ ＝
１
ｒ
∂ｖ
∂θ

＋ ｕ
ｒ

γｒθ ＝
１
ｒ
∂ｕ
∂θ

＋ ∂ｖ
∂ｒ

－ ｖ
ｒ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

（１０）

式中：ｕ、ｖ 分别为径向和切向位移，ｍ；εｒ、εθ、γｒθ为极

坐标下的应变分量，分别为径向应变、切向应变和剪

切应变。
满足物理方程：

εｒ ＝
１ － μ２

Ｅ
（σｒ －

μ
１ － μ

σθ）

εθ ＝
１ － μ２

Ｅ
（σｒ －

μ
１ － μ

σｒ）

γｒθ ＝
２（１ ＋ μ）

Ｅ
τｒθ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

（１１）

式中：Ｅ 为弹性模量，ＧＰａ；μ 为泊松比。
满足变形协调方程：

１
ｒ２
∂２εｒ

∂θ２
－ １

ｒ
∂εｒ

∂ｒ
＋ ２

ｒ
∂εθ

∂ｒ
＋
∂２εθ

∂ｒ２
－ １

ｒ２
∂
∂ｒ
（ ｒ
∂γｒθ

∂θ
） ＝ ０

（１２）
由边界条件 ｒ＝ａ，有

σｒ ＝ ０，τｒθ ＝ ０ （１３）
及 ｒ＝∞时有

σｒ ＝
１
２
（１ ＋ λ）Ｐ ＋ １

２
（１ － λ）Ｐｃｏｓ ２θ

σθ ＝
１
２
（１ ＋ λ）Ｐ － １

２
（１ － λ）Ｐｃｏｓ ２θ

τｒθ ＝ －
１
２
（１ － λ）Ｐｓｉｎ ２θ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

（１４）

结合平衡微分方程、几何方程、物理方程、变形

协调方程及边界条件得非均匀应力场中圆孔周围弹

性应力解析解：

σｒ ＝
Ｐ
２
１＋λ( ) １－ａ

２

ｒ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ － １－λ( ) １－４ ａ

２

ｒ２
＋３ ａ

４

ｒ４
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｃｏｓ ２θé

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

σθ ＝
Ｐ
２
１＋λ( ) １＋ａ

２

ｒ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ １－λ( ) １＋３ ａ

４

ｒ４
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｃｏｓ ２θé

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

τｒθ ＝
Ｐ
２

λ－１( ) １＋２ ａ
２

ｒ２
－３ ａ

４

ｒ４
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｓｉｎ ２θé

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（１５）
公式（１５）即为非均匀应力场中圆孔周围弹性

应力解析解。
２．２　 评价认识

固体材料在受力发生破坏前首先经历弹性变形

阶段，非均匀应力场中圆孔周围弹性应力解析解为

地下井巷工程围岩稳定性分析提供了理论基础，对
于认识地下空间周围应力场分布规律及分析围岩破

坏规律有重要作用。 通过对非均匀应场中圆孔周围

弹性应力解析解的力学模型、推导原理、推导过程的

分析可知，其力学模型与静水压力下的模型相似仍

然将地下空间围岩结构简化为圆形孔洞的平面应变

受力模型，只是将静水压力条件变为由侧压系数表

示的双向非等压条件；孔洞围岩弹性应力解析解通

过平衡微分方程、几何方程、物理方程及变形协调方

程严格推导求得的理论结果，其推导原理及推导过

程完全符合弹性力学原理，理论公式具有较高的可

靠性。

３　 非均匀应力场中圆孔围岩塑性区边界
方程

３．１　 卡斯特奈近似解

卡斯特奈（Ｋａｓｔｅｎｅｒ Ｈ．）曾经提出非均匀应力场

中塑性区边界线的近似算法，得到了塑性区边界线

的近似解方程，即非均匀应力场中的卡斯特奈近似

解［４］。 卡斯特奈公式的近似算法是将非均匀应力

场中圆孔周围弹性应力解代入到岩石的强度准则中

（Ｍ－Ｃ强度准则）：

ｓｉｎ φ ＝
（σｒ － σθ） ２ ＋ （２τｒθ） ２

σｒ － σθ ＋ ２Ｃｃｏｔ φ
（１６）

将公式（１５）代入公式（１６）得到非均匀应力场中圆

孔围岩塑性区边界卡斯特奈近似解：

ｃｏｓ２ ２θ ＋ ２
ω

１ ＋ λ
４（１ － λ）

（１ － ２α２ ＋ ３α４） －é

ë
êê

１ ＋ λ ＋ ２ Ｃｃｏｔ φ
Ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｓｉｎ２ φ

２（１ － λ）

ù

û

ú
ú
ú
ｃｏｓ ２θ －
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１
ω
（１ ＋ λ） ２α２

４ （１ － λ） ２
＋ （１ ＋ ２α２ － ３α４） ２

４α２
－é

ë
ê
ê

（１ ＋ λ ＋ ２ Ｃｃｏｔ φ
Ｐ
）ｓｉｎ２ φ

４α２ （１ － λ） ２

ù

û

ú
ú
ú

＝ ０ （１７）

式中： ω ＝ α２ ｓｉｎ２ φ ＋ ２ － ３α２； α ＝ ａ ／ Ｒ０。
在非等压条件下，当围岩条件及加载条件给定

时，圆孔围岩塑性区边界 Ｒ０ 已不再是常数，而是满

足公式（１７）的隐性方程。 公式（１７）计算的塑性区

边界没有考虑塑性应力的重分布，实际上材料达到

强度极限后应力会重新分布，所得到的塑性区也会

发生变化，所以公式（１７）为非等压条件下圆孔围岩

塑性区的近似解。
３．２　 于学馥圆形隧道围岩塑性区边界的近似计算

公式（１７）没有考虑塑性应力的重新分布，所计

算的塑性区边界为近似结果。 实际上由于塑性应力

的重新分布，应力会不断调整，围岩塑性区会不断扩

大。 １９８３年于学馥等提出了考虑塑性应力重新分

布的圆形隧道围岩塑性区边界线的计算方法［６］。

该方法通过 ２次近似计算获得塑性区边界方程，即
先由卡斯特奈方法初次计算得到塑性区半径，然后

按塑性区应力方程求解得到所求点的应力 σｐ
ｒ 和

τｐ
ｒθ ，按所求点的半径作圆，在 σｐ

ｒ 和 τｐ
ｒθ 的作用下，再

按照卡斯特奈方法导出新的塑性区边界线方程。
为推导出圆孔围岩硐壁上作用有径向力和剪应

力的塑性区边界线方程，先要求出以 Ｐ ｉ和 τｉ为硐壁

作用力的周围弹性应力场公式：

σｒ ＝
Ｐ
２
［（１＋λ）（１－α２）－（１－λ）（１－４α２＋３α４）ｃｏｓ ２θ＋μ′α２］

σθ ＝
Ｐ
２
［（１＋λ）（１＋α２）＋（１－λ）（１＋３α４）ｃｏｓ ２θ－μ′α２］

τｒθ ＝
Ｐ
２
［（λ－１）（１＋２μ′α２－３μ′α４）ｓｉｎ ２θ＋μ″α２］

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

（１８）
其中：μ′＝ ２Ｐ ｉ ／ Ｐ，μ″＝ ２τｉ ／ Ｐ；Ｐ ｉ和 τｉ分别为作用

在洞壁上的径向力和剪应力。 将式（１８）代入岩石

的强度准则（１６）中，得到围岩硐壁上作用有 Ｐ ｉ和 τｉ
的塑性区边界线方程

ｃｏｓ２ ２θ ＋ ２ １ ＋ λ － μ′
４（１ － λ）

１ － ２α２ ＋ ３α４

ω
－
１ ＋ λ ＋ ２ Ｃｃｏｔ φ

Ｐ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｓｉｎ２φ

２（１ － λ）ω

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ｃｏｓ ２θ － （１ ＋ λ － μ′） ２α２

４ （１ － λ） ２ω
－

（１ ＋ ２α２ － ３α４） ２

４α２ω
＋
（１ ＋ λ ＋ ２ Ｃｃｏｔ φ

Ｐ
）ｓｉｎ２φ

４ （１ － λ） ２ωα２
－ α２μ″２

４ （１ － λ） ２ω
－ μ′（１ － ２α２ ＋ ３α４）ｓｉｎ ２θ

２（１ － λ）ω
＝ ０ （１９）

　 　 公式（１９）是先由卡斯特奈方法初次计算得到

塑性区半径，然后按照塑性区应力方程求解得到所

求得的应力值 σｐ
ｒ 和 τｐ

ｒθ ，按照所求点的半径作圆，在
σｐ

ｒ 和 τｐ
ｒθ 的作用下，再按照卡斯特奈方法导出新的

塑性区边界线方程。 该求解方法在求解某种条件下

孔洞围岩某一位置的塑性区半径时，需要首先根据

卡斯特奈公式求出该位置的第 １ 次近似解，然后确

定作用在该处的硐壁作用力 Ｐ ｉ和 τｉ，然后代入（１９）
方程求解。 方程（１９）经过 ２ 次近似计算，计算塑性

区半径较卡斯特奈近似解更准确，然而计算过程相

对复杂，求解某一点处塑性区半径可行，研究某种条

件下塑性区边界线分布情况几乎无法做到。
３．３　 基于统一强度理论的圆形巷道围岩塑性区边

界线方程式

　 　 采用摩尔－库伦强度准则忽略了中间主应力，
为了反映中间主应力对材料破坏的影响，俞茂宏教

授于 １９９０年提出了统一强度理论［１１］。 ２００７年陈立

伟等基于统一强度理论，结合非均匀应力场中圆孔

周围的应力解，得到了非均匀应力场中圆形巷道围

岩塑性区边界线方程式［７］。 如果以材料的黏聚力

和内摩擦角作为基本试验参数，且当中间主应力满

足 σ２≤ （σ１ ＋ σ３） ＋ （σ１ － σ３）ｓｉｎ φ[ ] ／ ２时，统一

强度理论表达式如下

σ１ －
１
１ ＋ ｂ

（ｂσ２ ＋ σ３）
é

ë
êê

ù

û
úú ＋

σ１ ＋
１
１ ＋ ｂ

（ｂσ２ ＋ σ３）
é

ë
êê

ù

û
úú ｓｉｎ φ ＝ ２Ｃｃｏｓ φ

（２０）
其中：ｂ 为统一强度理论参数，０≤ｂ≤１，反映中

间主应力对材料破坏的影响，由材料试验确定。 当

ｂ＝ ０时，表达式（２０）为摩尔－库伦强度准则；当 ｂ ＝ １
时表达式（２０）为广义双剪屈服准则；当 ０＜ｂ＜１ 时，
随着 ｂ 值的不同式（２０）可表示为其他强度准则。

基于统一强度理论，陈立伟等将弹性理论求得

的圆孔周围应力解代入到统一强度理论的塑性条件

来判断围岩的屈服状态。 在公式推导中，令 σ２ ≤
ｍ（σ１ ＋ σ３） ／ ２，ｍ 为中间主应力参数，在平面应变情

况下，材料达到塑性状态时 ｍ 向 １ 趋近，中间主应

力满足公式（２０）的条件。 将非均匀应力场中圆孔

周围弹性应力解（１５）代入统一强度理论（２０）中，令
５４１
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ｋ＝ａ２ ／ ｒ２，得到基于统一强度理论的圆形巷道围岩塑

性区边界方程式。
ｆ（ｋ） ＝ ａ１ｋ４ ＋ ａ２ｋ３ ＋ ａ３ｋ２ ＋ ａ４ｋ ＋ ａ５ ＝ ０ （２１）

式中： ａ１ ＝ ９ （１ － λ） ２；
ａ２ ＝ －６（１－λ） ２（１－λ）－（１＋λ）ｃｏｓ ２θ[ ] ；
ａ３ ＝ ４（１－λ） ２（３－ｓｉｎ２ φｔ）ｃｏｓ２ ２θ－

４（１－λ）（１＋λ）ｃｏｓ ２θ－２（１－λ） ２＋（１＋λ） ２；
ａ４ ＝ －４（１－λ） ２ｃｏｓ ４θ＋２（１－λ）（１＋λ）＋

２ｓｉｎ２ φｔ（１＋λ＋２ｃｔｃｏｔ φｔ ／ Ｐ）ｃｏｓ ２θ；

ａ５ ＝（１－λ） ２－ｓｉｎ２ φｔ （１＋λ＋２ｃｔｃｏｔ φｔ ／ Ｐ） ２；
ｓｉｎ φｔ ＝ ２（１＋ｂ）ｓｉｎ φ[ ] ／ ｂ（１＋ｓｉｎ φ）＋２[ ] ；
ｃｔ ＝ ２（１＋ｂ）Ｃｃｏｓ φ[ ] ／ ｂ（１＋ｓｉｎ φ）＋２[ ] 。
陈立伟等［７］基于统一强度理论求出了非均匀

应力场中圆形巷道围岩塑性区边界线方程式，并在

文中的算例分析中研究了不同侧压系数下圆形巷道

围岩塑性区的边界线分布情况。
３．４　 非均匀应力场中圆形巷道围岩塑性区边界八

次方隐性方程

　 　 为分析井下回采巷道的非对称大变形机理，
２０１４年赵志强推导出非均匀应力场中圆形巷道围

岩塑性区边界八次方隐性方程［８］，并基于塑性区边

界八次方隐性方程的理论研究首次提出了“蝶形塑

性区”概念，揭示了大变形回采巷道围岩变形破坏

机理。 非均匀应力场中孔洞围岩受力模型（图 ２）
中，巷道围岩垂向载荷为上覆岩层自重 γＨ（Ｈ 为埋

深，ｍ；γ 为容重，ｋＮ ／ ｍ３），利用侧压系数 λ 确定巷道

围岩水平载荷 λγＨ。 根据弹性力学理论极坐标下巷

道围岩任一点的应力计算公式（１５），基于摩尔－库
伦强度准则，将非等压条件下圆形巷道周围任一点

的应力计算公式代入强度准则中，经过求解得到非

均匀应力场中圆形巷道围岩塑性区边界八次方隐性

方程，如公式（２２）所示。

ｆ ａ
ｒ
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è
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ö

ø
÷ ＝Ｋ１

ａ
ｒ

æ

è
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ø
÷
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＋Ｋ２
ａ
ｒ

æ

è
ç

ö

ø
÷

６

＋Ｋ３
ａ
ｒ

æ

è
ç

ö

ø
÷

４

＋Ｋ４
ａ
ｒ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋Ｋ５ ＝０

（２２）
式中：Ｋ１ ＝ ９ （１－λ） ２

Ｋ２ ＝ －１２ （１－λ） ２－６（１－λ２）ｃｏｓ ２θ
Ｋ３ ＝ ２（１－λ） ２ ｃｏｓ２ ２θ（５＋２ ｓｉｎ２ φ）－ｓｉｎ２ ２θ[ ] ＋

（１＋λ） ２＋４（１－λ２）ｃｏｓ ２θ
Ｋ４ ＝－４（１－λ）２ｃｏｓ ４θ－２（１－λ２）ｃｏｓ ２θ（１＋２ｓｉｎ２ φ）＋
４
γＨ
（１－λ）ｃｏｓ ２θｓｉｎ ２φＣ

Ｋ５ ＝（１－λ） ２－ｓｉｎ２ φ １＋λ＋
２Ｃ
γＨ
ｃｏｓ φ
ｓｉｎ φ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

从隐性方程推导原理及推导过程来看，八次方

隐性方程仍然是将非均匀应力场中圆孔周围弹性应

力解直接代入岩石破坏准则所得，没有考虑塑性应

力的变形协调，其结果仍是非均匀应力场中圆孔围

岩塑性区边界的近似解。 尽管如此，基于非均匀应

力场中圆形巷道围岩塑性区边界八次方隐性方程，
赵志强在理论上研究了圆形巷道围岩塑性区形态的

演化规律，首次提出了“蝶形塑性区”概念，将边界

方程的理论研究结果应用于井下实际工程，并通过

研究塑性区形态的变化规律揭示了大变形回采巷道

围岩变形破坏机理。 非均匀应力场中圆孔围岩塑性

区边界近似解经长期忽视后再次引起重视，其理论

价值再一次被挖掘。
３．５　 评价认识

根据前文对非均匀应力场中圆孔围岩塑性区边

界方程推导原理和推导过程的阐述，于学馥圆形隧

道围岩塑性区边界线的近似计算、基于统一强度理

论的圆形巷道围岩塑性区边界线方程式、非均匀应

力场中圆形巷道围岩塑性区边界八次方隐性方程，
均依据了卡斯特奈近似解的求解思想，即将非均匀

应力场中圆孔周围弹性应力解直接代入岩石破坏准

则中，均未考虑圆孔围岩塑性应力的变形协调，所得

结果均是非均匀应力场中圆孔围岩塑性区边界的近

似解。 于学馥圆形隧道围岩塑性区边界线的近似解

需要经过 ２次近似迭代，在求解某种条件下孔洞围

岩某一位置的塑性区半径时，需要首先根据卡斯特

奈公式求出该位置的第 １ 次近似解，然后确定作用

在该处的硐壁作用力 Ｐ ｉ和 τｉ，然后代入方程（１９）求
解，计算塑性区半径较卡斯特奈近似解更准确，然而

计算过程相对复杂，求解某一点处塑性区半径可行，
研究某种条件下塑性区边界线分布情况几乎无法做

到。 基于统一强度理论的圆形巷道围岩塑性区边界

线方程式，其求解原理与卡斯特奈近似解完全相同，
只是应用了不同的岩石破坏准则，同时统一强度理

论参数 ｂ 值的获取较困难。 非均匀应力场中圆形巷

道围岩塑性区边界八次方隐性方程与卡斯特奈近似

解实质完全一致，只是表现形式有所不同。 到目前

为止，关于非均匀应力场中巷道围岩弹塑性的理论

计算，卡斯特奈的近似解几乎是目前可以采用的相

对较好的方法。

４　 分析评价

静水压力条件下圆孔围岩塑性区半径解析解在

地下井巷工程稳定性分析及支护设计中被广泛应

用，目前被学术界普遍认可；非均匀应力场中塑性区

６４１
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边界方程由于在推导过程中做了简化处理，所得结

果只是近似结果，随着后期数值计算的出现边界方

程渐渐被学术界所忽视。 虽然静水压力条件下圆孔

围岩塑性区半径解析解推导过程严密但是力学模型

为静水压力条件；塑性区边界方程建立了非均匀应

力场中应力与围岩的相互作用机制，但是公式推导

过程做了简化处理，得到的结果为近似解；两个理论

计算公式在解决非均匀应力场中孔洞围岩塑性区边

界问题均存在不完美之处。 实际上，即使经过严格

推导的理论公式，在解决实际复杂的工程地质问题

中都是近似解，但是根据地下工程的特点其准确程

度已满足工程需要，这种理论近似结果对于认识指

导地下工程实践十分必要。 鉴于此，采用理论公式

与数值模拟结果对比的方法，详细分析了静水压力

下的理论公式与非均匀应力场中塑性区边界方程，
具体分析理论计算的可靠性，进而对两个公式的适

用性进行评价分析。
４．１　 静水压力条件下理论计算的可靠性分析

静水压力条件下孔洞围岩塑性区半径计算公式

经过弹塑性理论严格推导所得，在指导静水压力条

件下的工程实践方面其可靠性已得到学术界的普遍

认可。 下文将对理论计算的塑性区半径与数值计算

结果进行对比分析，通过研究塑性区的扩展规律，对
静水压力下得到的理论公式指导实际地下非均匀应

力场中的工程问题的可靠性做进一步分析研究。 数

值计算采用 ＦＬＡＣ３Ｄ软件，基于理论公式采用平面应

变模型，数值模拟采用方形薄板受力模型，圆孔半径

设为 ２ ｍ，模型边长为 １２０ ｍ，岩石参数选取参考了

煤的岩石力学参数［１２］，取黏聚力 Ｃ ＝ ３ ＭＰａ、内摩擦

角 φ＝ ２５°（单轴抗压强度 ＲＣ ＝ １０ ＭＰａ），边界应力从

１０ ＭＰａ加载到 １００ ＭＰａ，所得理论计算结果与数值

模拟结果如图 ３所示，其中，红、绿色均为塑性区。

图 ３　 静水压力下圆孔围岩塑性区理论计算与

数值模拟对比结果

Ｆｉｇ．３　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ａｎｄ
ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ｐｌａｓｔｉｃ ｚｏｎｅ ｏｆ ｈｏｌｅ ｓｕｒｒｏｕｎｄｉｎｇ

ｒｏｃｋ ｕｎｄｅｒ ｈｙｄｒｏｓｔａｔｉｃ ｐｒｅｓｓｕｒｅ

由图 ３ 可得，理论公式计算结果与数值模拟计

算结果几乎重合，证明静水压力下圆孔围岩塑性区

半径计算公式具有很高的准确性，这与芬纳公式严

密的推导过程是分不开的，基于芬纳公式来指导静

水压力条件下地下工程是可靠的。 另一方面，由于

芬纳公式采用静水压力受力模型，模型关于坐标轴

对称，不管施加应力大小如何，得到的塑性区形态均

为圆环形状。 然而在实际地下条件中，空间围岩很

少处在静水压力条件。 模型边界应力从 １０ ＭＰａ 加
载到 １００ ＭＰａ，１００ ＭＰａ基本相当于埋深 ４ ０００ ｍ的

应力水平，在我国现有的开采深度条件下几乎不可

能达到这么大应力，即使应力加载到 １００ ＭＰａ 时，
塑性区深度仍然不到 ３ ｍ，且算例采用的岩石力学

参数和强度较弱的煤岩的力学参数相当。 在现有的

工程条件下，不足千米的煤矿井下，有的大变形巷道

围岩变形量甚至可达到 １ ０００ ｍｍ以上［１３］。 如保德

矿回采巷道，埋深 ４００ ～ ６００ ｍ，受工作面采动影响，
围岩变形量达 １ ５００ ｍｍ，钻孔窥视得到的破坏区深

度达到 ８ ｍ以上［８］。 甚至在一些浅部矿井，巷道出

现了冲击地压、煤与瓦斯突出等动力灾害。 受采动

应力影响的回采巷道、或处于其他复杂构造应力条

件下巷道通常处于非均匀应力场中［１４］，巷道围岩变

形破坏严重，出现动力灾害的巷道也会伴随围岩的

大范围破坏。 但是在芬纳公式指导下，静水压力条

件下巷道围岩塑性区深度很小，即使应力达到了目

前开采水平不可能达到的极限水平且岩石参数和煤

岩参数相当（强度较低），芬纳公式计算的塑性区范

围仍然很小，可见静水压力的理论已无法指导受采

动、构造等影响下非均匀应力场中的工程实践。
静水压力条件下的芬纳公式基于弹塑性理论经

过严格推导所得，计算结果与数值模拟计算结果基

本吻合，公式的准确性及可靠性较高。 通过与数值

模拟结果对比研究分析，芬纳公式计算得到的孔洞

围岩塑性区形态为均匀分布在圆孔周围的圆环形，
且在极限应力条件下塑性区范围仍然很小，与实际

非均匀应力场中出现的非对称变形及围岩变形破坏

严重的现场工程事实不符，静水压力条件下的理论

公式已无法指导实际条件下非均匀应力场中的工程

实践。
４．２　 塑性区边界方程的可靠性分析

基于非均匀应力场中孔洞围岩塑性区边界方程

近似解的计算方法，作者采用 Ｖｉｓｕａｌ Ｂａｓｉｃ开发了非

均匀应力场中圆孔围岩塑性区计算软件。 首先通过

非均匀应力场中圆孔围岩的弹性应力解求出圆孔周

围各点的应力值，然后通过摩尔－库伦破坏准则判
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别圆孔围岩的弹塑性状态，应力条件达到强度准则

标记为红色记为塑性区，没有达到强度准则记为弹

性区。 用计算软件用来探索理论公式与数值模拟计

算下塑性区的形态演化规律，同时比较计算出的塑

性区范围及塑性区形态变化规律。
图 ４为岩石岩性一定（仍选取上文中煤岩力学

参数），最小围压为 ２０ ＭＰａ，通过变化侧压系数来改

变围岩受力状态得到的塑性区形态演化规律（理论

计算与数值模拟对比结果）。 由图 ４ 可得：λ ＝ １ 时，
为双向等压受力模型，塑性区边界为规则的圆形，数
值模拟与理论计算的塑性区形态一致，理论计算范

围较数值模拟计算范围小；侧压系数由 １增大到 １．８
过程中，塑性区水平方向逐渐变窄 （相对竖直方

向），竖直方向逐渐变宽，塑性区边界最大半径在纵

轴上最小半径在横轴上，塑性区边界形成类似椭圆

的形状，数值模拟与理论计算的塑性区形态一致，理
论计算范围较数值模拟计算范围偏小；λ 增大到一

定值后再继续增大时，边界最大半径位置由纵轴处

逐渐移向纵轴两侧，塑性区边界轮廓呈现坐标轴处

凹陷 ４ 个象限内凸出类似蝴蝶的形状，随着 λ 继续

增大蝶形范围不断扩展但其形状特征不再发生变

化。 数值模拟与理论计算得到的孔洞围岩塑性区形

态一致，塑性区形态演化规律完全一致，理论计算范

围较数值模拟计算范围偏小。 同时，理论计算与数

值模拟对比结果表明，随着侧压系数由 １逐渐增大，
塑性区范围由线性增长逐渐变为类指数形式增长，

图 ４　 非均匀应力场中圆孔围岩塑性区理论计算与

数值模拟结果

Ｆｉｇ．４　 Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ａｎｄ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ
ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｐｌａｓｔｉｃ ｚｏｎｅ ｏｆ ｈｏｌｅ ｓｕｒｒｏｕｎｄｉｎｇ ｒｏｃｋ ｉｎ

ｎｏｎ－ｕｎｉｆｏｒｍ ｓｔｒｅｓｓ ｆｉｅｌｄ

当塑性区形态变为蝶形时塑性区范围明显增大，图
４中，应力水平 ２０ ＭＰａ下侧压系数为 ２．５ 时塑性区

范围已达到 １０ ｍ，与工程现场非均匀应力环境中巷

道、硐室的大范围破坏结果吻合，理论计算与数值模

拟得到的蝶形非线性破坏规律一致。
塑性区边界近似方程没有考虑塑性应力的重新

分布，实际上由于塑性应力的重新分布，应力会不断

调整，围岩塑性区会不断扩大，所以理论计算结果较

数值模拟计算结果在数值上偏小。 但是理论计算与

数值模拟得到的非均匀应力场中孔洞围岩塑性区形

态一致，形态演化规律一致，蝶形非线性破坏规律一

致，孔洞围岩塑性区边界方程近似解在计算塑性区

范围大小时结果偏小，在研究非均匀应力场中孔洞

围岩塑性区形态规律方面具有可靠性。
４．３　 两个理论公式的适用性分析

侧压系数的大小反映了区域应力场不同方向应

力大小的偏差程度，当侧压系数为 １ 时为静水压力

条件，随着侧压系数的增大偏应力水平不断提高。
为了研究 ２个理论公式在不同应力场中的适用性，
采用数值模拟方法研究了孔洞围岩塑性区在不同偏

应力条件下的变化扩展规律，如图 ５ 所示。 数值模

拟仍然采用上文中的方形薄板受力模型，并采用与

上文相同的岩石力学参数，最大水平应力从 １０ ＭＰａ
加载到 １００ ＭＰａ，分别研究了不同偏应力环境下孔

洞围岩塑性区随应力的变化规律。

图 ５　 不同受力方式下孔洞围岩塑性区扩展规律

Ｆｉｇ．５　 Ｐｌａｓｔｉｃ ｚｏｎｅ ｅｘｐａｎｓｉｏｎ ｌａｗｓ ｏｆ ｈｏｌｅ ｓｕｒｒｏｕｎｄｉｎｇ
ｒｏｃｋ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｌｏａｄｉｎｇ ｍｏｄｅｓ

由图 ５ 可得，在相同的应力水平下不同的偏应

力条件得到的塑性区形态及塑性区范围扩展规律完

全不同。 在静水压力及偏应力较低时（一般侧压系

数小于 ２，图 ５采用了侧压系数为 １．５的结果），塑性

区形态表现为圆形或椭圆形，塑性区较均匀分布在

孔洞周围，且在相同的应力水平下塑性区范围大小

与静水压力下得到的范围相近，此时可以通过静水

压力下得到的芬纳公式来计算塑性区范围；在偏应

力较高时（一般侧压系数大于 ２，图 ５ 采用了侧压系

数为 ３的结果），塑性区形态表现为蝶形，塑性区范

围较大，且塑性区扩展表现出非线性规律。 在非均

匀应力场中，尤其是在偏应力水平较高的情况下，孔
洞围岩塑性区形态、范围及扩展规律与静水压力条

件下差异很大，静水压力条件下得到的芬纳公式已

不适用于高偏应力环境。
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非均匀应力场中孔洞围岩塑性区边界方程虽然

为近似结果，但是可以很好地反映高偏应力环境中

孔洞围岩塑性区的形态及扩展规律，已有文献基于

塑性区边界方程理论指导，结合 ＦＬＡＣ３Ｄ数值模拟，
研究了非均匀应力场中巷道围岩的变形破坏规律及

致灾机制，得到了许多有价值的结果。 文献［８］首
次提出了双向非等压条件下巷道围岩的蝶形不规则

塑性区，阐述了蝶形塑性区的工程意义，并据此揭示

了保德矿大变形回采巷道的非均匀冒顶机理；文献

［１５］在双向非等压条件下的塑性区理论计算中引

入了偏应力分量，揭示了巷道围岩出现蝶形塑性区

的力学本质；文献［１６－１７］系统研究了巷道围岩塑

性区的一般形态，并给出了塑性区形态的判定准则

及其数学表达式；之后将非均匀应力场中巷道围岩

的蝶形破坏规律应用于巷道冲击地压及煤与瓦斯突

出中［１８－２０］，为巷道动力灾害的发生机理提供了新的

思路。 可见，非均匀应力场中孔洞围岩塑性区边界

方程具有重要的理论价值及重大的工程指导意义。
通过以上内容的研究，静水压力条件下的芬纳

公式以及非均匀应力场中孔洞围岩塑性区边界方程

各具优势，也均存在一定的局限性，具有不同的适用

条件。
１）在静水压力、近似静水压力及偏应力较小的

条件下，孔洞围岩塑性区形态表现出圆形或椭圆形，
其塑性区范围较小，在相同的应力水平条件下与静

水压力得到的塑性区范围大小相近。 静水压力下的

理论公式推导过程严密，在塑性区范围计算精确度

较高，适用于静水压力、近似静水压力及偏应力不高

条件下围岩塑性区范围的计算。
２）在偏应力较高时，孔洞围岩塑性区形态将不

再是圆形或椭圆形，且随着应力水平的增高，塑性区

表现出非线性扩展规律；静水压力条件下得到的芬

纳公式无论在塑性区形态还是扩展规律方面均不再

适用。 静水压力条件下得到的芬纳公式在研究高偏

应力场中的工程问题方面不再适用。
３）孔洞围岩塑性区边界方程较数值模拟计算

结果在塑性区尺寸上结果偏小，但是与数值模拟得

到的孔洞围岩塑性区形态一致，塑性区形态演化规

律一致，蝶形非线性破坏规律一致。 相关研究成果

显示，孔洞围岩塑性区边界方程在研究非均匀应力

场中巷道围岩非对称大变形、巷道蝶形冒顶、巷道冲

击地压、煤与瓦斯突出等问题中有重要的理论指导

意义。 孔洞围岩塑性区边解方程近似解适用于研究

高偏应力场中地下空间围岩变形破坏规律及围岩稳

定性分析。

５　 结　 　 论

１）静水压力条件下的芬纳公式及卡斯特奈公

式推导过程严密，在静水压力条件或偏应力较小时

计算的塑性区范围精度较高，适用于静水压力及偏

应力较低条件下孔洞围岩塑性区范围的计算；当偏

应力较大时，不能反映围岩的破坏规律，其将不再

适用。
２）非均匀应力场中孔洞围岩塑性区边界隐性

方程在公式推导过程中做了简化处理，得到的结果

为近似解，计算的塑性区范围结果偏小，但是与数值

模拟得到的孔洞围岩塑性区形态一致，塑性区形态

演化规律一致，蝶形非线性扩展规律一致，能很好地

反应高偏应力场中孔洞围岩塑性区形态演化规律，
以及塑性区随应力增大出现的非线性扩展规律。 孔

洞围岩塑性区边界方程近似解适用于高偏应力场中

地下空间围岩变形破坏规律研究及围岩稳定性

分析。
３）煤矿井下受到采动影响及地质构造影响后，

围岩将处在非均匀应力场中，处在其中的巷道、硐室

通常会出现变形破坏严重、维护困难的情况，非均匀

应力场中孔洞围岩塑性区边界方程对于研究此类巷

道、硐室的变形破坏规律及致灾机制具有重要的理

论价值及工程指导意义。
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